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Resumen

En este trabajo tratamos algunos aspectos de la estimacion de la funcién de
distribucién en una poblacién finita y su aplicacién en los estudios econémicos
de pobreza, proporcionando un software 1til en la estimacién de la proporcion
de bajos ingresos o en la estimacién de lineas de pobreza.

Palabras clave: Funcion de distribucién, muestreo en poblaciones finitas,
proporcién de ingresos bajos, lineas de pobreza.

1 Introduction

No existe un significado tinico del término pobreza, si bien un elemento comtin de
las definiciones es la identificacién de un nivel de vida que no puede ser alcanzado
por ciertas personas. Diversos autores han desarrollado medidas que se pueden
clasificar en: a) monetarias, que se basan en ingreso o gasto de las personas o
de los hogares, y b) no monetarias, que consideran carencias en indicadores de
bienestar (acceso a agua potable, electricidad, nivel de escolaridad, mortalidad
infantil, inseguridad)

Ademss, también existen medidas que combinan distintos indicadores de
bienestar en un indice Unico y otros métodos combinados que intentan integrar
la informacion de carencias de bienes y servicios con la falta de ingresos.

En la medicién de la pobreza monetaria se utiliza la determinacién de las
lineas de pobreza, si bien no todos los organismos que las computan ni los paises
que las requieren parten de una definicién comin (pueden referir si un ingreso
cubre un gasto de referencia o si un gasto efectuado supera o no un valor de
referencia, y el denominado valor de referencia puede ser muy variable). No
obstante, se considera que la manera mas sencilla y transparente de medir la
pobreza resulta ser con el establecimiento de una linea de pobreza monetaria.

Por todo lo anterior, una medida que es habitualmente usada en la com-
paracion de niveles de pobreza es la proporcion por debajo de una cantidad «
de un cuantil de orden § de una distribucién de ingresos.

Por ejemplo, Eurostat define un salario bajo cuando es inferior al 60% (o =
0.6) del salario mediano (8 = 0.5) nacional mensual, para después comparar la
proporcién de empleados con salarios bajos en varias estados miembros.

Otro ejemplo, el IEA (Instituto de Estadistica de Andalucia), siguiendo los
trabajos del INE (Instituto Nacional de Estadistica, Espana), define la linea



de pobreza relativa del 60% (LP60) de la mediana nacional calculada segin el
gasto medio.

Es por tanto de interés en los estudios cuyo fin es comparar niveles de pobreza
disponer de una estimacién de un cuantil (en los anteriores ejemplos la mediana
poblacional) para posteriormente computar una fraccién dada.

Por otra parte, en la mayor parte de las situaciones reales, los datos en
los que se basan la estimaciones de los cuantiles de interés provienen de un
muestreo en una poblacion finita. Tiene entonces especial relevancia conservar
las probabilidades de inclusién de cada unidad en la muestra hasta la fase final
de estimacién, y con ello, determinar de forma maéas acorde con la seleccion de
la muestra los errores muestrales asociados a las estimaciones requeridas.

Otra forma de actuar, aunque usual, prescinde de los factores de correccién
por finitud, y puede dar resultados trampa, especialmente cuando el interés rad-
ica en una poblacién de tamano moderado (que bien puede ser una subpoblacién
de interés de la poblacién de partida)

También es bien cierto que cuando un organismo se encarga de un estudio de
esta magnitud recoge, ademds de la variable de interés (por ejemplo, ingresos)
otras variables sociodemograficas, econdémicas u de otro tipo (gastos, personas
por hogar si se muestrean hogares, etc ...). Esto supone que aparte de la in-
formacion de interés, se dispone de informacién auxiliar complementaria, por lo
que puede ser de gran ayuda tratar de integrarla en la fase de estimacién.

En este trabajo nos centraremos en la estimacién de una fracciéon de un
cuantil en una poblacién finita a partir de una muestra obtenida con un deter-
minado diseno muestral, con y sin informacién auxiliar. En la segunda seccién
introducimos el problema, mostrando algunos estimadores que recientemente se
han publicado. En la seccién 3 presentamos a grandes rasgos un software imple-
mentado (usando R) ad hoc para la estimacién de una proporcién de ingresos
bajos y en la estimacion de una LP, con todos los estimadores presentados en
la seccion anterior. El mismo software comtempla la estimacion jacknife de los
errores muestrales asociados.

2 La estimacion de la funcién de distribucion:
lineas de pobreza

Denotamos a la poblacién U = {1,...,i,..., N}, donde N es el nimero de
hogares en la poblacion. El gasto total en el hogar 7 lo denotamos 7;. La
funcién de distribucién de y la llamamos F,(t) y estd definida como

1
Fy(t) = Nzé(t —yi <t),
iU

donde 4(&) toma el valor 1 si £ > 0y 0 en otro caso. El cuantil de orden § de
yr que denotamos Q(8) estéd definido como:

Qy(ﬁ) = inf{y : Fy(t) > () = Ejl(ﬂ)



Por ejemplo, Q,(0.5) es la mediana poblacional.

De la pobalcién U se extrae una muestra s bajo un disenio muestral con
probabilidades de inclusién 7; de primer orden y 7;; de segundo orden. Dado
un estimador ﬁy(t) de F,(t), el cuantil de interés Q,(3) = F, () se puede
estimar usando Q,(8) = ﬁy_l(ﬂ)

Asi, puede emplearse el estimador de Horvitz-Thompson:

~ 1 ot —yj
Fyr(t) = Nziwj i)
JEs

o el estimador de Hajeck, cuando el tamano de la poblacién ha de ser estimado
también de la muestra:

ﬁH(t) Z yj /Z*

Cuando ademds se dispone de informacién auxiliar (supondremos que de
cierta variable z, relacionada con y, tenemos un censo), se pueden utilizar esti-
madores de razon:

N
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Otros estimadores que también utilizan informacién auxiliar mas recientes
pueden ser también usados, como el estimador de Chambers y Dunstan (1986)
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donde
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Un estimador atin maés reciente es el siguiente:
Fye(t) = Fru(t) + (Fy(8) = Fan(t)) - D 1)
donde

D=T7""%" drgpA(t — gi) A(t — yi)
kes

obtenido por el método de calibracién definiendo la pseudo-variable g = B/xk
for k =1,2,...N, donde

-1
B = (deQkazX;) Y drgrX iy (2)

kes kes

es un estimador ponderado del coeficiente de regresién multiple § entre y y X,
v los pesos se obtienen minimizando la distancia chi-cuadrado

b=y L 0f ®)

ot drqr

sujeta a la ecuaciones de calibracién

1 .
i D WAt —g) = Fylty) §=1,2,...,P (4)
keEs

con g, constantes positivas independientes de los pesos originales di. El término
Fy(t;) denota a la funcién de distribucién de la pseudo-variable g evaluada en
los puntos t;, j = 1,2,..., P arbitrariamente elegidos y verificando ¢; < ta <
o< tp.

De esta forma se obiene un estimador de calibracién que es una verdadera
funcién de distribucion.

Bajo la metodologia de la verosimilitud empirica, son dos los caminos que
existen para hacer las estimaciones: bajo el disenio muestral y bajo la teoria de
los modelos de superpoblacién introducida en Wu y Sitter (2001). El estimador
basado en el diseno muestral viene dado por

ﬁve(t) = Zﬁjé(t - yj)7

JEs



1 1 1
donde p; = F—]m Z ﬂ_—j, A se obtiene como soluciéon de la expresién
1 . 1 < ~
;E:W 1+/\/ /ZWJ =0,y u; =0t ij)—N]Z::lé(to—ij).Elvalorto

ha de ser constante para que Fy.(t) sea una auténtica funcién de distribucion.
El estimador obtenido con este método es mas eficiente si se considera ty = t.

Bajo la teoria de los modelos de superpoblacién, el estimador varia depen-
diendo del modelo considerado. Por ejemplo, si se asume el altamente usado
modelo de regresién de la forma y; = p(x;,0) +vie;,, i=1,..., N, donde v; es
una funcién conocida de x;, y los errores ¢; son variables aleatorias independi-
entes e idénticamente distribuidas com media 0 y varianza o2, el estimador de
verosimilitud empirica viene dado por

Frve(t) = Zﬁj(;(t = Y5);
JEs
donde p; y A tienen la misma expresiéon que en el caso anterior. La diferencia
esta en que u; viene dado por

N

us = Glto — g, 0) /] — 2 3 Clto — (s, 0)/v;],

J=1

donde G(-) es la funcién de distribucién de los términos €;. En las situaciones
donde sea razonable asumir que los términos €; estdn normalmente distribuidos,
se obtiene que

= (b[to — (l‘J,e) Z tO - xjve)/(VjU)L

donde ®(-) es la funcién de distribucién de la distribucién normal standard. Los
parametros del modelo, 6 y o2, se pueden sustituir por 0 y 52, las respectivas
estimaciones basadas en la muestra.

Cada uno de los estimadores anteriores posee ventajas e inconvenientes frente
a los demds, que son medidas desde el punto de vista de sus cualidades es-
tadisticas como sesgo o error cuadratico medio, que ademds pueden ser con-
siderados con respecto al diseno muestral o con respecto a cierto modelo de
superpoblacion.

No todos los estimadores anteriores poseen propiedades deseables de un es-
timador de la funcién de distribucién como ser mondétonos crecientes o tomar
valores comprendidos entre 0 y 1. Tampoco todos poseen propiedades como
pueda ser la unicidad en su definicién o ser sencillos de computar.

Por ello en la préctica lo méas conveniente consiste en calcularlos todos,
estimar su error muestral y elegir entre estos estimadores alternativos el mas
preciso. Para ello es fundamental la estimacién de los errores muestrales, si bien
en algunos casos estas estimaciones son muy laboriosas de computar. En este
trabajo damos una estimacién comin a todos mediante la técnica jacknife:



3 Software

No hay en la actualidad un programa que integre todos estos estimadores. Al-
gunos paquetes muy especializados en muestreo de poblaciones finitas como por
ejemplo SUDAAN se limita exclusivamente al estimador de Hajeck.

El software elegido para implementar los estimadores anteriores es el en-
torno estadistico R gratuito y disponible en la siguiente direccién de Internet
"http:/ /www.r-project.org/”.

R, incorpora varios libros adicionales que puede invocar en un momento
dado, y ademéas R brinda la posibilidad al usuario de crear e incorporar sus
propios libros, cargarlos y descargarlos a voluntad y acceder a las funciones que
contienen.

El software que presentamos permite: dado un censo de z (z;,i=1,...,N)
y la muestra (y;,7;),j = 1,...,n calcula, para cada estimador: ﬁHT, ﬁH, ﬁr,
ﬁd, ﬁcD, ﬁRKM, ﬁcal, ﬁve y ﬁMUG la estimacién del cuantil de interés, la LP
estimada y la estimacion jacknife del error de muestreo, adaptable a cualquier
tipo de muestreo. No obstante, invitamos a las personas interesadas en este tema
o relacionados nos soliciten via correo eléctrénico la informacion al respecto que
requieran.
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